ALGEBRA 1
Zadania dla studentéw I1Z/INF/PPI
Prowadzacy: dr Teresa Jurlewicz

Liczby zespolone

Definicja i wtasnosci liczb zespolonych

Zadanie 1. Niech z,w beda liczbami zespolonymi, zas n liczba naturalna. Wykorzystujac wtasno-
Sci dzialan w zbiorze liczb zespolonych uzasadnié, ze:

a)0-z=0; b) jezeli z-w =0, to z =0 lub w = 0;
c) (z4+w)(z —w) =22 —w? d)1+z+224... +2" = ljil;l,gdziez;él;
n n
e) " —w'=(z—w) Y 2 kk—1, ) z+w)"= Y ( n ) 2Rk,
k=1 K=o \ K
Zadanie 2. Liczby zespolone z i w spetniaja warunki 2° = w®, 27 = w!”. Czy z = w? Odpowiedz
uzasadnic.

Zadanie 3*. Uzasadnié¢, dlaczego w zbiorze liczb zespolonych nie mozna wprowadzié¢ relacji nie-
réwnosci (<) tak, aby zachowane byly jej wszystkie wlasnosci ze zbioru liczb rzeczywistych.

Postac¢ algebraiczna liczby zespolonej

Zadanie 4. Dla z = 3+ 14, w = 4 — 2¢ obliczy¢:

a) z+2w; b)iz—w; c¢)zlw+i) d Zw_f:i.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z spelniajace podane réwnodci:

a) (3 +‘i)(z - 1)=1-2i b) (1+i)(z+3) = (2iz —1)(3 —i);
©) S = = d) 22 +4iz — 13 = 0.
Zadanie 6. Wykorzystujac posta¢ algebraiczna liczb zespolonych rozwiaza¢ podane rownania:
a)1—222=7z; b) 4z = 22 + 4;
c)z+z+i(z—2z)=4—1; d) 5Imzl_rﬁ(iiRez):1+2i;
e) 22 —2z+1—2i=0; f) 22 + 8 = 6i;

g) 22 =341 h) 23 = .

Zadanie 7. Na plaszczyznie zespolonej narysowaé nastepujace zbiory:
. 1—2 _ 1.
a) {z€C: Re 172 =1}
b) {zeC:22=1+2—-1i)z+ (2+1)z};

c) {z€C:(Rez2)?+ (Imz2)?=10, (Re2)*— (Im 2)* = 80}.

Zadanie 8. Niech a € C, b € R. Opisa¢ zbiér {z € C: 2Z2+az+aZ+b=0}. Dlaa=3+14, b=1
sporzadzi¢ rysunek.

Zadanie 9. Naszkicowaé zbior wszystkich liczb zespolonych z, dla ktérych liczba

a) u= sz'fl jest czysto urojona; b) v = ijj‘gl jest rzeczywista.

Zadanie 10. W zbiorze liczb zespolonych rozwiagzaé¢ uktad réwnan

z + 1+d)w = 1
(2—1i)z + 2w = i



Zadanie 11. Niech u,v € C. Uzasadnié¢ wzory: L
a)utv=u+7; b)u—v=u—-7; c)UW=T-T; d) u/v =1/7;
e)ut+u=2Rew; f)u—u=2iImu; g)utd=(Reu)?+ (Imu)

Zadanie 12*. Uzasadnié, ze pole trdjkata, ktérego jeden wierzcholek znajduje sie w poczatku
uktadu wspolrzednych, a dwa pozostale sa w punktach z, w € C wyraza si¢ wzorem:

1
i\Im(Zw)\

Modutl i argument liczby zespolonej

Zadanie 13. Naszkicowaé zbiory liczb zespolonych spelniajacych podane réwnoéci lub nieréwnosci:

a) ||z| — 5 — 4i| = 5; b) iz% + |22| = 16 + &i;
c) |62] > |22] + 5; d) [2%| < |Re (22)] + 3;
e)|22+3—i|:|1+3i—22|; £) lz+1+ |2 -1 =2;
. 2 .

—i| _ 1. 142i—z|“ _ 1=1Im (iz)

g) |27 = 1; h) B3] = .

Zadanie 14. Czeéé rzeczywista liczby zespolonej 22 jest réwna 5, zaé jej modut wynosi 13.
Zmnalezé z.

Zadanie 15. Niech u,v € C. Uzasadnié¢ wzory:

a) |u+v| < uf +[v]; b) [u—v| > H2UI - Ig\l; ¢) |uv| = [ul |v]; d) [u/v| = [ul /[v];
e) |u+vf <2max(ful, [v]);  £) 2|uo] <|ul”+[o[%  g) [u+v+w| > |u| = (o] + [w]).

Zadanie 16. Dla liczby z = 1 — 2i obliczy¢ (/|2

z+|
|2+| H

Zadanie 17. Poda¢ interpretacje geometryczna modutu réznicy liczb zespolonych. Nastepnie wy-
korzystujac ja naszkicowa¢ podane zbiory:

a) {z € C: |22 > 5} b) {zeC: |22 >1} c){zEC:%’Zﬁ%‘)l};
d) {zeC: iﬁj > 2} e) {z € C: |22+ 4i| > |23 — 22 + 4iz — 4i}.

Zadanie 18. Korzystajac z interpretacji geometrycznej modutu liczb zespolonych:
a) znalez¢ najmniejsza i najwieksza warto$¢ modutu liczby zespolonej z, jezeli |z — 4 + 3i| < 2;
b) obliczy¢, dla jakich liczb zespolonych spelniajacych warunek |z| < 1 wyrazenie |2i — 3 — z| jest
najmniejsze, najwicksze.
Zadanie 19. Naszkicowaé¢ na plaszczyznie zespolonej podane zbiory (zaznaczyé doktadnie brzegi
tych zbioréw):
a) {z€C: |2} <4Rez |z+i|<|z—i]}; b){z€C:|lz+1+i| <5, Re

1—2iz < 0}
Zadanie 20. Dane sa liczby zespolone u, v o réwnych modutach réznych od 0, przy czym nie sa one
liczbami przeciwnymi. Znalez¢ liczbe zespolong w o tym samym module potozona na dwusiecznej
kata utworzonego przez wektory wodzace liczb u, v.

Zadanie 21*. Wykazadé, ze jezeli liczby zespolone u, v, w spelniaja warunki |u| = |v| = |w| =r > 0
oraz v+ v+ w = 0, to sa one wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.



Zadanie 22*. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone u, v, w o modutach réwnych 1, ktérych suma
i iloczyn sa rowne 1.
Wskazéwka. Wykorzystaé interpretacje geometryczne dodawania i modutu liczb zespolonych.

Zadanie 23*. Znalezé obrazy podanych zbioréw w podanych przeksztalceniach plaszezyzny ze-
spolonej:

a) obraz okregu |z| = 1 w przeksztalceniu z—1;

b) obraz prostej] Re z = Im z w przeksztaicemu z—7 1,
c) obraz ¢wiartki Rez2 >0, Imz>0w przeksztalcemu z—Ei

z—H’
d) obraz kola |z — 1| < 1 bez punktu z = 2 w przeksztalceniu z—>z+%,
e) obraz prostej Im z = 0 w przeksztalceniu z— }J_FZ .

Zadanie 24%*, Niech p, q beda liczbami zespolonymi, A - liczba dodatnia rézng od 1. Wykazad,
ze réwnanie

= )\ przedstawia okrag na plaszczyznie zespolonej, ktérego érodkiem jest punkt

z— q
2
20 = B= ’\>\2 , za$§ promien jest réwny r = |1‘p /\g}
Wskazéwka. Wykorzystaé wzor [u — v|*> = |u)® + [v]> — 2Re @ dla u, v € C.

Zadanie 25%*. ZBIORY JULII. Niech ¢ bedzie ustalong liczba zespolona. Dla dowolnego punktu
poczatkowego zg € C rozwazamy ciag jego obrazéw z, = z2_; + ¢, gdzie n = 1, 2, 3,... przy
kolejnych iteracjach przeksztalcenia plaszczyzny z — 22 + c. Punkt 2o nazywamy wiefniem, gdy
ciag (zp) jest ograniczony. W przeciwnym wypadku punkt zy nazywamy uciekinierem. Zbiér J.
rozgraniczajacy zbiory wiezniéw i uciekinieréw nazywa sie zbiorem Julii. Niech r. = max(|c|, 2).
Uzasadni¢, ze

a) zbiér W, wieznidéw jest niepustys;

b) zbiér U, uciekinieréw jest niepusty;

c) jezeli |zg| > ¢, to zp jest uciekinierem;

d) punkt zg jest uciekinierem wtedy i tylko wtedy, gdy lim |2n| = o0

e) We = ﬂ o, gdzie WO = {z0 : |20| < e}, W = {201 |21] < e}, W2 = {201 |22 <7e}s .

We = {201 !an T}, -
Napisaé program komputerowy przedstawiajacy graficznie dla danej wartoséci ¢ € C kolejne przy-
blizenia W' zbioru wigzniéw W,

Zadanie 26. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej oraz zaznaczy¢ na plaszczyznie zespolonej wszyst-
kie liczby zespolone o modutach réwnych 1 i argumentach bedacych wielokrotnosciami katow:

a) b)§ M) F o d¥)

Zadanie 27. Argumenty gltéwne liczb zespolonych 3 + 2i, 2 + 3i, —3 + 2i, —2 — 3i wyrazié¢ w
zaleznosci od arctga dla pewnego a, 0 < a < §

Zadanie 28*. Wyrazi¢ arg(z; — 2z2) w zaleznosci od arg z; i arg zo wiedzac, ze moduly liczb zespo-
lonych z;, 29 sa jednakowe.

Postac¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Zadanie 29. Zapisa¢ w postaci trygonometrycznej podane liczby zespolone:

a) vV2; b) —9; c)i—+3; d)—2—2i e)1+5i; f)V2—i.

Zadanie 30. Sformulowaé¢ i udowodnié wzér de Moivre’a.



Zadanie 31*. Przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej liczby zespolone:

a) z = sin § +icos i nastepnie obliczy¢ 2oL

b) z =sin %’T — 1Cos 9% i nastepnie obliczyé 2!
B TS . . o

c) z=1—cos§ +isin £ i nastepnie obliczy¢ z

d) z =sin T +icos T i nastepnie obliczy¢ 27,

0.
)
5.

)

Zadanie 32. Obliczy¢ wartosci podanych wyrazen (wyniki przedstawi¢ w postaci algebraicznej):

1—i/3) ; 1—itg &~ 1+itg =
) i B (D™ o) () D) ()

Zadanie 33. Obliczy¢:

a) 2?2t dla z = (2;)3(7?740; b) 22 wiedzac, ze z + 1 = /3.

Zadanie 34. Dla jakiej wartoéci parametru ¢t € R liczba z = (1 — )% +#(1 +14)' jest rzeczywista?
Obliczy¢ z w tym przypadku.

Zadanie 35. Uzasadnic¢, ze dla kazdej liczby zespolonej z oraz dla kazdej liczby naturalnej n za-
chodza wzory:
a) |2 = |2|"; b) argz" = nargz + 2kw dla pewnego k € Z (podaé wzér na k).

Zadanie 36. Obliczy¢ moduly i argumenty gtéwne podanych liczb zespolonych:

a) 2= LHT, by o U

(1449)%> -

Zadanie 37. Obliczy¢ 22 i nastepnie wyznaczy¢ argumenty gltéwne liczb zespolonych:

a) z=1—+34i+iV3; b) z=1+V3+i—iV3.

Zadanie 38. Na ptaszczyznie zespolonej przedstawié zbior:
a) {z€ C: Im 2* > 0}; b) {z € C: Re iz’ < 0};
c) {z€C: 2" <2RezImz}; d) {zeC:|2+1|<1}.

Zadanie 39. Naszkicowaé na plaszczyznie zespolonej podane zbiory (zaznaczy¢ doktadnie brzegi
tych zbioréw:

a) {z€C: |22 2/ <27, 0<arg(z®) < Z}; b){ze€C:argt =T}

c) {zeC: T <argt < I} d) {zeC:argt > 7}

e) {z%:|2| <2, argz < %, z € C}; f) {zeC:|2% <2, argz® < T}

Zadanie 40. Stosujac wzor de Moivre’a wyrazi¢ sin 5z w zaleznosci od sin x.

Zadanie 41. Stosujac wzér de Moivre’a wyrazi¢ sin 15° w zaleznodci od:
a) sin5° i cos5°; b) sinb®; c¢) sin3°icos3°; d) sin3°.

Zadanie 42. Przedstawi¢ w postaci algebraicznej podane liczby zespolone:
a) 14 (i —V3) + (i — V3)2 + (i — V3 + (i — V3)* + (i — V/3);
b) 1 —i+(1—49)2+(1—4)3+ (1 —d)*+(1—4)>+(1—1)5
c) 1+%\/§ + (1+;\/§)2 +ot (1+;\/§)2004'

Zadanie 43%*. Obliczy¢ podane sumy:
a) 14 cos2x + cosdx + ...+ cos2nx; b) sinx + sin2x + sin3x + ... + sinnz.



Zadanie 44*. Ile réznych warto$ci moga przyjmowaé podane liczby zespolone (n jest liczba natu-

ralna):
a) (L=08)n; b) (=2)"; c) 2i" + 3"+
d*) (cosl +isinl)”;  e) (cos1®+isin1®)"; £**) (cosi + isini)™.

Zadanie 45. Znalez¢ wszystkie pary (p, q) liczb catkowitych, dla ktérych zachodzi réwnosé
LoV (V2 ey
2 2 2 2

Zadanie 46*. DODAC RYSUNEK Uzasadni¢ prawdziwosé¢ przedstawionych na rysunkach po-
nizej konstrukeji odwrotnosci liczby zespolonej oraz iloczynu liczb zespolonych i skonstruowaé po-
danymi sposobami liczby zespolone:

a) 3+4)(7—2i); b) (1+20)% c¢) 4y d) 2.

Zadanie 47*. Katy ostre «, 3, «v sa okre$lone warunkami tga = 1, tg 8 = % tgy = % Za pomocg
dzialan na liczbach zespolonych obliczyé a4 3 + 7.

Zadanie 48%*. Obliczy¢ (5 —i)*(1 + 1) i nastepnie uzasadni¢ nastepujacy wzér Machina:

s _ darct 1 ; 1

— =4darctg - —arctg ——

1 5 ®239°
Uwaga. Wzér Machina stosuje si¢ do przybhzanla liczby m. Korzysta sie przy tym z rozwiniecia
2n+1
2n+1 "

funkcji arctgx w szereg potegowy arctgz = Z (1)<

n=0

Zadanie 49. Mnozae przez siebie odpowiednie liczby zespolone uzasadni¢ podane réwnosci:
a) arctg2—|—arctg3 b arctg%+arctg%+arctgé:§
c) 2arctg 3+ arc tg ==17; d¥)4darctg % + Tarctg ﬁ — 12arctg6s% + 24arctgﬁ =7

Zadanie 50*. W okrag o promieniu 1 wpisano n-kat foremny o wierzchotkach Ay, As,..., A,,
gdzie n > 3. Na okregu wybrano punkt P. Korzystajac z liczb zespolonych udowodnié¢, ze suma
(PA1)? + (PAg)? + ...+ (PAy)? nie zalezy od polozenia punktu P.

2000 + 1

Zadanie 51*. Liczba zespolona z spelnia warunek z + = = 2¢08 5= 2000

5000 Obliczy¢ 2

Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Zadanie 52. Zapisa¢ w postaci wyktadniczej podane liczby zespolone:

a) 2 —+/3 —i; b) 14+ 3 —i —iV/3;
) VB+VZ+ (V6 —Vv2)i; d) —\/2+V3+1\/2-V3i

e) —cosa +isina; f) sina + i cos
g) 1 —cosa +isina; h) sina + (1 + cos o).




Zadanie 53%*. Stosujac wzory Eulera wyrazié:
a) sin?z w zaleznosci od cosinuséw wielokrotnogci kata ;
b) sin asin Fsiny w postaci sum sinuséw i cosinuséw.

Zadanie 54. Niech z = re'?, gdzie r > 0, ¢ € R. Wyrazi¢ (wraz z uzasadnieniem) w postaci
wykladniczej podane liczby zespolone:
a) z; b) —z ¢)1; d) 2F, gdzie k jest liczby catkowita.

Zadanie 55. Stosujac postaé wykltadnicza liczb zespolonych naszkicowaé podane zbiory:
a) {z€C:20=4iz?}; b) {zeC:2t=24 |23 > |92}

5
o) reC:2=iZly a)y zec:2z)2 = (V3 1))
Zadanie 56%*. Niech z, = (1 + %’)”, gdzie ¢ € R, bedzie ciagiem liczb zespolonych. Uzasadni¢,
ze istnieja granice przy n—oo ciagu (r,) moduléw liczb z, oraz pewnego ciagu () argumentéw
liczb z,. Obliczy¢ te granice i zinterpretowaé geometrycznie otrzymane wyniki.

Wskazéwka. Dostrzec analogi¢ z granica przy n — oo ciggu (1 + 7)™ dla z € R.

Zadanie 57*. Wiadomo, ze dla kazdego = € R zachodzg wzory:

o0

. . 3 5 2n-+1 s n+1

sinz = 7}5{.10[36 -Gt E -t (_1)n(;n+1)!] = ngo(—l)nm;
. 2 4 2n S 2n

cosxzr}l_)rrolo(l—%4—%—---4'%):”;0(%)!'

Analogiczne wzory zachodza tez wtedy, gdy zmienng rzeczywista x zastapimy przez zmienng zespo-
long iz. Zinterpretowaé na tej podstawie klasyczne wzory Eulera na sinz i cos x (symbol granicy w
przypadku zespolonym potraktowaé czysto formalnie, wykorzysta¢ ponadto analogiczne wlasnosci
sumy i iloczynu zespolonych ciagéw zbieznych).

Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Zadanie 58. Korzystajac z definicji pierwiastka z liczby zespolone;j:
a) obliczy¢ /24 + 10z; b) obliczy¢ /—i; c) obliczy¢ v/—9;
d) wyznaczy¢ \/Z wiedzac, ze liczba 5 + 2i jest pierwiastkiem stopnia 2 z liczby zespolonej z.

Zadanie 59. Stosujac wzor na pierwiastki z liczby zespolonej obliczy¢ i narysowaé na plaszczyznie
zespolonej podane pierwiastki:

a) \/1+iv3; b) /2 —2i, wynik przedstawi¢ w postaci algebraicznej;

c) v/—16; d) \/iv/8 — /24, wynik przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej.
Uwaga. Symbol v/ wystepujacy wewnatrz pierwiastkow zespolonych oznacza tu zwykle pierwiastki rze-
czywiste.

Zadanie 60. Opisad, jakie zaleznosci zachodza w zbiorze pierwiastkéw zespolonych stopnia n > 2
z liczby zespolonej z € C pomiedzy:

a) kolejnymi pierwiastkami (ze wzgledu na argumenty);

b) pierwiastkiem o najmniejszym argumencie gtéwnym a pozostalymi pierwiastkami.

Zadanie 61. Odgadujac jeden z elementéw podanych pierwiastkéow znalezé:
a) wszystkie pierwiastki czwartego stopnia z liczby zespolonej (v/3 — 7)8;
b) wszystkie pierwiastki czwartego stopnia z liczby zespolonej (3 + 4i)?;

c) wszystkie liczby zespolone z spetniajace réwnanie (z + 3)* = (1 — i)12.



Zadanie 62. Liczba a) 1 —iy/3; b) 3 +i jest jednym z pierwiastkéw stopnia 3 z liczby
zespolonej z. Znalez¢ pozostate pierwiastki i wyznaczy¢ z. Sporzadzié¢ rysunek.

Zadanie 63*. Naszkicowaé¢ wszystkie pierwiastki stopnia 12 z liczby zespolonej 64 i wybraé te

spoéréd nich, ktére spelniaja zaleznosé 22 = 22.

Zadanie 64. W zbiorze liczb zespolonych rozwigzaé podane réwnania:
a) (3—2)=(iz+1)% b) (z + 2i)3 = 823,

Zadanie 65. Wyprowadzi¢ wzory na pierwiastki rownania kwadratowego zmiennej zespolonej i
znalez¢ rozwigzania podanych réwnan kwadratowych lub wielokwadratowych:

a) 22 —32+3+i=0; b) 22 —324+3—i=0;

c)iz?+3iz—1+3i=0; d)=2*-23i22-4=0.

Zadanie 66. Punkty z;, 2o plaszczyzny zespolonej sa wierzchotkami trdjkata rownobocznego.
Zmalezé trzeci wierzchotek tego trojkata. Przeprowadzi¢ obliczenia dla z; = 3 — 24, zo = 5 + 4.
Sporzadzi¢ rysunek.

Zadanie 67. Punkty z1, 23 plaszczyzny zespolonej sa przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu.
Zmnalez¢ pozostate wierzchotki tego kwadratu. Przeprowadzié¢ obliczenia dla z; = 1—3¢, 23 = —1+5i.
Sporzadzi¢ rysunek.

Zadanie 68. Punkty z;, z4 plaszczyzny zespolonej sa przeciwleglymi wierzchotkami sze$cioka-
ta foremnego. Znalez¢é pozostale wierzcholki tego szedciokata. Przeprowadzié¢ obliczenia dla z; =
4 — 1, z3 = —6 + 4. Sporzadzi¢ rysunek.

Zadanie 69. Niech z bedzie jednym z pierwiastkéw zespolonych stopnia n z liczby 1. Obliczy¢
warto$é wyrazenia 1+ 2z + 322 4+ ... + nz"" L

Zadanie T0*. Obliczy¢ sume i iloczyn wszystkich pierwiastkéw zespolonych stopnia n z liczby
zespolonej z o module réwnym 1.

Zadanie 71*. Uzasadnié, ze jednym z pierwiastkéw stopnia 2 z liczby zespolonej z spelniajacej
warunek z + |z| # 0 jest liczba /|z] éitl‘ Wykorzystujac ten zwigzek obliczy¢ nastepujace pier-
wiastki:

a) vV4di—3; b)5+12i; ¢)V3+i; d) vV—T+24i.

Zadanie 72%*. Uzasadni¢ prawdziwo$é przedstawionej na rysunkach ponizej konstrukcji pierwiast-
kow kwadratowych z liczby zespolonej. Skonstruowaé podanym sposobem nastepujace pierwiastki:

a) V5 + 3i; b) v—7+ 2i.

A A

| BY'A
Vz=A{z1, —n}




Zadanie 73*. Niech *°%/1 = {1, 21, 22, ..., z2000}. Pokazaé, ze

2000

[1@ = 2) =2001.

k=1

Zadanie 74*. Dana jest liczba zespolona u oraz liczba naturalna n. Znalezé i przedstawié¢ graficznie

wszystkie liczby zespolone z spelniajace warunek (z + u)™ = (z — u)".



