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Wielomiany i utamki proste

Pierwiastki wielomianow

Zadanie 1. Obliczy¢ sumy, réznice i iloczyny podanych wielomianéw :
a) P(r) =321 — 223 + 4, Q(z) = —23 + 5z — 1;
b) Plz) =2 —1, Qz) =2 +a* + 23 + 22 + = + 1;
c) U(z) = (1414)22 —2iz+4, W(z) =21 + (2 —14)2% +iz;
d) U(z) = z+1i, W(z)=23+3iz2 -3z —i.

Zadanie 2. Obliczy¢ ilorazy i reszty z dzielenia podanych wielomianow :
a) P(x) = 23 + 32% — , Q(x) =z +1;
b)P()—2x4+4x — 322 —5x + 2, Q(x) = 222 — 3;
c) U(z) =iz3 — 22 —(1—61)2—1 W(z) =z + 3i;
d) U(z) =iz + (24 20)2% + 322 4+ (1 + 2i)z — 3i, W(2) = 2% + 22 +i.

Zadanie 3. Nie wykonujac dzialan znalezé reszte z dzielenia wielomianu P przez wielomian @),
jezeli :
a) P(z) =257 +1, Q(z) = 23 +iz;
b) P(x) = 2% — 11, Q(z) =23+ 2% +z+1;
P(x) = 22092 4 22001 4 2000, Q(z) = x* — 222 + 1;
d*) P(x) = 22°92 4+ 2001z — 2000, Q(z) = (* —1)%.

Zadanie 4. Sprawdzié, ze podane liczby z; sg pierwiastkami podanych wielomianéw W. Stosujac

twierdzenie Bezouta znalezé pozostate pierwiastki tych wielomiandow :
a) 21 = 2i, W(z) =23 —i2? + 82 — 12i;
b) z1 = —3i, W(z) = 2% + 3i2® — 8iz + 24.

Zadanie 5. Uzasadni¢ na podstawie twierdzenia Bezouta, ze :
a) wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw;
b) dwa wielomiany sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich stopnie oraz wszystkie
wspotczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej sa sobie réwne.

Zadanie* 6. Pokazaé, ze wielomiany
2B 4224226, 24224322 +42+6

maja wspolne pierwiastki zespolone.

Zadanie* 7. Wielomian W stopnia mniejszego od 2005 spelnia warunek
W(1)=W(2)=...=W(2005).
Podaé¢ warto$é W (2006) — W(0).

Zadanie* 8. Znalez¢ wszystkie wielomiany W, ktére dla kazdego x € R spelniaja warunek

aW(z —1) = (x — 26)W(x).



Zadanie 9. Udowodni¢ twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspétczynnikach
calkowitych i nastepnie:
a) wybraé te sposrod liczb calkowitych m, ktore spelniaja zwiazek %m‘l + %m3 —m?+ %m -2=0.
b) sprawdzi¢, czy wielomian W (z) = 92* — 23 — 72 + 2 — 45 ma pierwiastki calkowite.
Odpowiedz uzasadnié.

Zadanie 10. Znalez¢ wszystkie wymierne pierwiastki wielomianu
4, 1,3 2
W(z) == +§(m +a+x—1).

Zadanie 11.Znalez¢ i przedstawi¢ graficznie pierwiastki podanych rownan kwadratowych i dwu-
kwadratowych :
a) V322 +2z—1i; b)2t+22+1; )t 4iz2+2

Zadanie 12. Znalez¢ wszystkie rzeczywiste pierwiastki podanych wielomianéw :

a) 25— 2 +6; b) 23 — 522 4 11z — 15;
c) 24 — 222 +32 -2 d)x4—x3—%x2—%x—1;
e) 3z* + 223 — 422 — 22 + 1; f) 22° + 2 — 23 + 42? + 22 — 2.

Zadanie 13. Liczby zespolone a, b sa réznymi pierwiastkami wielomianu W (z) = 22 + bz — ia.
Zmalez¢ te liczby.

Zadanie 14. Ile r6znych pierwiastkéw zespolonych ma wielomian W (z) = 212 — 32% + 2? Przed-
stawi¢ je na plaszczyznie zespolonej.

Zadanie* 15. Uzasadnié, ze liczba:
a) €/2 +v5+ 6’/2 — /5 jest wymierna,;
b) g‘/ 27 — 621 + (‘/ 27 4 6v/21 jest wymierna;
c) \3/ 2v2—4— {’/ 2/2 + 4 jest niewymierna.

Zadanie* 16. Stosujac wzory Cardana znalezé¢ pierwiastki podanych wielomianéw :
a) W(z) =23+ 32 — 4; b) W(z) =23 +2z+1; c) W(z2) =22 -32+3;
d) W(z) =23 — 62 +4; e) W(z)=2%—32+2; f) W(z):z3—\/§z+%{“/§;
g) W(z)=23—922+212z—5; h) W(z) =23 —3V322 + 152 — 9V3; i) W(z) = 23 — 3v/322 +8V2.

Zadanie* 17. Znalezé wszystkie liczby catkowite p, dla ktérych wielomian P(z) = x'3 + x + 90
jest podzielny przez wielomian Q(z) = 22 — x + p.

Zadanie* 18. Znalez¢ liczby wymierne p, ¢, dla ktérych liczba 21 = 3 + /2 jest pierwiastkiem
wielomianu W (x) = z* + pz? +q.

Zadanie 19. Znalez¢ wszystkie pierwiastki podanych wielomianéw wykorzystujac informacje o
jednym z nich :

a) W(r)=a3 1122 +292 -7, 21 =7 +3, r € Q;

b) W(z) =% — 223 — 22 — 62 — 12, 21 = 1 + /5.

Zadanie* 20. Liczba m + n,/p, gdzie p jest liczba pierwsza, m, n € Z, przy czym n # 0, jest
pierwiastkiem wielomianu o wspo6tczynnikach catkowitych stopnia wigkszego od 1. Wskazaé¢ inny
pierwiastek tego wielomianu.



Zasadnicze twierdzenie algebry

Zadanie 21. Podane wielomiany zespolone przedstawi¢ w postaci iloczynu dwumianéw :
a) 3z* + 823 + 622 — 1; b) 24 + 223 + 222 + 22 + 1;
c) 20 4+ 25 4+ 324 +32% — 1022 - 10z.

Zadanie 22. Podane liczby z; sa pierwiastkami podanych wielomianéw W. Znalez¢é pozostate
pierwiastki tych wielomianow i przedstawi¢ wszystkie pierwiastki na plaszczyznie zespolonej :

a) z1 = ivV2, W(z) = 2* — 223 + 1222 — 42 + 20;

b) z1 = 2(cos 37 +isin 3m), W(z) = 2* — 223 4 627 — 42 + 8;

c) z1=2i, W(2)=2*+23+522+42+ 4

d) z1=—i, W()=21+23+22+2+1.

Zadanie 23. Znalez¢ liczby a, b € R, dla ktérych podane liczby sg pierwiastkami podanych
wielomianéw :

a) zo=—1+2i, W(2)=23+az+¥;

b) 2o = 1+2i, W(z) =2*+az? + b;

c)ry=i—1, V(z) =2*+az? + 162 +b.

Zadanie 24. Znalez¢ wielomian o wspdélczynnikach rzeczywistych mozliwie najnizszego stopnia,
ktorego pierwiastkami sa liczby 21 = 2, 29 = 1 4 3¢ 1 ktéry przy dzieleniu przez z — 2i daje reszte
1 — bi.

Zadanie 25. Rozlozy¢ na nierozktadalne czynniki rzeczywiste wielomiany rzeczywiste podanych
stopni n o podanych nizej pierwiastkach i ich krotnoéciach :

a)yn=4, z1 = —1+1, z0 =2 — 3i;

b) n =05, z1 =4, z0 = 1 — 2i o krotnosci 2;

c)n==06,z =1, 20=2, 23 =1, 24 = 2i;

d)n="7 2 =0, z0=2+1i o krotnosci 2, z3 =3 —i.

Zadanie 26. Podane wielomiany rzeczywiste roztozy¢ na nierozkladalne czynniki rzeczywiste :
a) 2% — 32 — 622 +8; b) 28 +64; c*) 22001 42000 4 4 x4 1;

Zadanie 27. Jednym z pierwiastkéw wielomianu W (z) = z# 4 ba® + 222 + dx + 25, gdzie b, d € R,
jest liczba 21 = 1 — 2¢. Rozlozy¢ ten wielomian na czynniki rzeczywiste.

Zadanie* 28. Znalez¢ niezerowy wielomian o wspélezynnikach calkowitych mozliwie najnizszego
stopnia, ktorego pierwiastkami sg liczby

-4k
et dlak=1,2, 3, ..., 50.

Zadanie* 29. Wielomian W (x) = 2° — 1 rozlozyé na czynniki rzeczywiste stopnia co najwyzej 2.
Wspdlezynniki wielomiandéw otrzymanych z tego rozktadu wyrazi¢ bez uzywania funkcji trygono-
metrycznych.

Zadanie* 30. Liczby zespolone z, 22, 23 sa pierwiastkami wielomianu stopnia 3 o wspétezynnikach
rzeczywistych. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci liczby z.

Zadanie* 31. Wielomian W (z) = 2" + a,_12""' + ... + a1z + ag ma wspdlczynniki rzeczywiste.
Pierwiastkiem tego wielomianu jest liczba zg = €%, gdzie ¢ € R. Uzasadnié rownosc

Ap—1 8N + ap_2sin2¢ + ...+ aysin(n — 1) + ag sinne = 0.



Zadanie* 32. Wykorzystujac rozklad wielomianu 2?® — 1 na czynniki rzeczywiste uzasadnié, ze
dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnos¢ :

.om . 2 . 3w . (n—1Dm n
Slni'Slni'Slni'...'Sln( ) = \/>

2n 2n 2n 2n 2n—1
Zadanie* 33. Niech punkty Py, P, ..., P,, gdzie n > 3, beda wierzchotkami n-kata foremnego
wpisanego w okrag o promieniu R = 1. Obliczy¢

\PLPy| - |PLPs| - ... | PPy
Wskazéwka. Przeprowadzi¢ elementarne obliczenia dla n = 3, 4, 6, 8 i na podstawie otrzymanych wynikéw posta-
n—1

wi¢ hipoteze na temat wzoru ogélnego. W dowodzie tego wzoru wykorzystaé zalezno$¢ [] sin %" = 2)@1 prawdziwa

k=1
dla kazdego n > 2. Zalezno$¢ te wyprowadzi¢ po uprzednim rozktadzie na czynniki stopnia 2 wielomianu bedacego

ilorazem wielomianu 2" — 1 przez dwumian z? — 1.

Zadanie 34. Rozwiaza¢ podane zadania stosujac wzory Viete’a.
a) Obliczy¢é sume kwadratéw wszystkich pierwiastkéw wielomianu W(z) = 2% + 1328 + 52 — 2.
b) Prosta y = mx + b przecina wykres funkcji y = 22° — 23 + 422 + 32 — 7 w pieciu réznych

1 +2x2+ ...+ x5

5

punktach (z1, y1), (22, y2),..., (x5, y5). Pokazaé, ze liczba nie zalezy

od parametrow m i b.
c) Liczby zespolone «, 3, v sa pierwiastkami wielomianu x3 4+ = + 1. Obliczy¢ warto$é wyrazenia
1
-+ -+ -
a+i [B4+i y+1
d) Liczby zespolone a, 3, v sa pierwiastkami wielomianu W (z) = 23 + (1 — 2i)z + 3 — 5i. Obliczy¢
warto$¢ wyrazenia o + 3% + 42 — 3a37.

Zadanie* 35. Zbadaé, czy istnieje wielomian zespolony W taki, ze

WQ(Z) — 22002+Z2001+22000—|—...+Z+1.

Zadanie* 36. Niech f(r) = 22 + 12z + 30. Znalezé wszystkie pierwiastki zespolone réwnania

I @)} = 0.

Zadanie* 37. Czy istnieje wielomian W stopnia 2002, ktéry spelnia warunki
W) = W(2) = W(3) = ... = W(2001) = 1 oraz W(2002) = 2, W(2003) = 3? Odpowiedz

uzasadnic.

Zadanie* 38. Przedstawi¢ przy pomocy komputera w ukladzie Oxyz powierzchnie bedaca wykre-
sem funkcji rzeczywistej dwoch zmiennych postaci

R? 3 (z,y) — [W(z +iy)| € R,

gdzie W jest wielomianem. Dobraé¢ odpowiednio dziedzine wykresu oraz punkt jego obserwacji tak,
aby odnalez¢ miejsca, w ktérych styka sie on z ptaszczyzna xQOy. Miejsca te wskazuja polozenia
pierwiastkéw wielomianu W.

Zadanie* 39. Niech W bedzie wielomianem zespolonym stopnia dodatniego. Uzasadnié, ze dla
dowolnej liczby M > 0 istnieje liczba R > 0 taka, ze dla kazdej liczby zespolonej z, jezeli |z| > R,
to [W(z)| > M.

Wskazéwka. Mozna wzorowaé sie na uzasadnieniu Lematu 1 wystepujacego w dowodzie zasadniczego twierdzenia

algebry.



Utlamki proste

4 3

Zadanie 40. Funkcje wymierna :U—s;vi—x
o+ 1
stych utamkoéw prostych.

Zadanie 41. Podane zespolone funkcje wymierne roztozy¢ na zespolone utamki proste :
) z—2i b) 2 -1 ) 15 — 62
a ; ;o C .
22 —4iz — 6’ 2 +22241 (22 — 5z +4)2

przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i rzeczywi-

Zadanie 42. Przedstawi¢ w postaci ogoélnej rozklad funkcji wymiernej podanych rzeczywistych

funkcji wymiernych na rzeczywiste utamki proste :

3
z° + 2 z—1 3
a) i 167 ) Girar—3)
Zadanie 43. Podane rzeczywiste funkcje wymierne roztozy¢ na rzeczywiste utamki proste:
a)4—m. b):c3—|—2$—|—1‘ 0 3z —4
23+ 8 zt+ a2 (22 —4)%’
2z + 2 — 22 23+ 3z + 2 1
d) — 535 e) T b m3 o
xt + 222 x4+ 422 +3 23 +3r—4
) 22 -2z -1 h) 1 . z% 4 2z + 2
S :
8 x4 — 822 -9’ 3+ 222 + 2x + 1’

x3+x2—$2—|—2;

) T — 3z
J x3—3x2 —x+3°

Zadanie 44. Podane funkcje wymierne roztozyé na zespolone oraz na rzeczywiste utamki
proste :
24 1
a) xi; b) —.
(22 +4)2 23+ 4z

Zadanie* 45. Niech wielomian W ma tylko parami rézne pierwiastki rzeczywiste 1, xa, ...

oraz niech wielomian P ma stopien mniejszy niz n. Uzasadnié, ze wéwczas :

P(x;)
Q' (z)

P A A A,
(@) A A

= dla1l<i<n.
Q) z—x1 T— X9 T — Ty ST

gdzie A; =

axn



