ALGEBRA 1

Informatyka i Zaradzanie / INF / PPI

Rok akademicki 2006/2007, semestr zimowy
Prowadzcy: dr Teresa Jurlewicz

Macierze | wyznaczniki

Uwaga. Zadania oznaczone symbolem (PiZ 3.a.3&czerpnite z ksizki T. Jurlewicz, Z. Skoczylaglgebra liniowa 1.
Przykitady i zadaniaOficyna Wydawnicza GiS, Wroctaw 20064 8nhe przeznaczone do pracy samodzielnejakttog
utatwi¢ dodane do zadaodpowiedzi oraz w petni rozazane przyktady o podobnej foe.

Dziatania i operacje na macierzach

Zadanie 1. (Piz 3.2) Obliczyt:

03 00 2-3 5
02| |20} wl11jsajoz a2 23|44z
10 11 3-1 1
10 5
. . 01 4
g) | €04 sina gy cosBsing ) 6 g 135 g Ty 5 345]03 .
sina  cosa sin3 cosp 246
01 2
1 10 1
Zadanie 2. (Piz 3.3)Rozwhza podane réwnania macierzowe i ukfady rownaacierzowych:
301 101 202
ax+| 390]=30-| 392 ]y mav|oao|=[0r0|+v|0a0
] ) 102 101 200
200 B
X+Y=1020 1 - 10
002 -1 01
€) i 1 d) [
002 31 21
X-Y=1020 11 11
1 200 |

Zadanie 3. (Piz 3.4)Po obliczeniu kilku poctkowych potg macierzyA wysust hipotez o postaci
macierzy A" , gdzien J N . Naginie p uzasadwi za pomog indukcji matematycznej, eli macierz
A jest postaci:

11 2 -1 cosa sina
; b : : | dzi OR :
a)_01J )L3—2J C)L—sma cosaJ gdzied
chx shx 001 alo
9 thcth'gdZieXDR; e)|010|; | 0al |, gdzealdR;
B 100 00a

g% [aij], gdzie a; =0 dlai Zj 1, j =1, 2, ...k .
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Zadanie 4. (Piz 3.5) Tworzac odpowiednie uklady rownaznale¢ wszystkie macierze zespoloX:
spelniajace podane rownania macierzowe:

B T
110][021 22 1 2 | 40
X= . b)) X=XT : X—=iXT= . ;
a)010}[110} [12} ) L—z—sJ % &8 La—zu—zJ

11 -1
112 73 31 4 -1
d| 21 (X=| 0| e)L()llJX:L J; f) LOlJX=XL3 OJ;
31 1

g)X2=Lé_]]: . h) X2=L8 SJ ) XD(T=L(2) (Z)J gdzie X jest maciegstopnia 2;
| 11

) XIXT=X?+ :

) __30J

Zadanie 5. (Piz 3.6) Korzystajc z wlkasnéci dziatar z macierzami oraz operacji ggbwania i transpono-

wania macierzy uzasadnpodane tésamdgci:

a) (ABC)" =C™BTA", gdzieA, B, C smacierzami o wymiarach réwnych odpowiedin X m
mxk, kx| ;

b) (AxB)? = A2+ 2AB+ B2, gdzie A, B s przemiennymi macierzami kwadratowymi tych samych
stopni;

c) (A+I)“=(8JA“+(2}A“‘1+(2JA“_2+...+(2JI, gdzie A jest macieskwadratovu,

| jest macierzjednostkow tego samego stopnia,szin LI N.

Zadanie* 6. Macierze A, B spetiajwarunkiA’ =B’ iA° =B . CzyA=B ? Odpowied
uzasadrdi.

Zadanie* 7. Uzasadri, ze nie istniej macierzeA, B  speinigie warunekAB —BA=1 , gdzie
| oznacza macierz jednostkaw

Zadanie* 8. Znalezé wszystkie macierzeA  stopn1998 | ktore spetniagrunki A% =1 |
A2990 = | = Odpowied uzasadi.

Wyznaczniki
Zadanie 9. (Piz 3.7) Obliczy¢ z definicji podane wyznaczniki:
-3 2 sina cosa 11l Lo+
a) 8 5 . b) - ;¢ 1123, d| -1 1 0
136 1-i0 1
cosa 0 —sina 2 103 5300 1230
&) 01 o . f 3 411 )4700'h)3210
g o co | 0-122 Y]oo4a2""V|2520]|
3 500 0013 00014
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Zadanie 10*. Uzasadrd, ze detA # 0 iwyznacz§ dwie ostatnie cyfry tego wyznacznikazgé

102495 550429 873296 660697
370628 909093 127450 925601
835044 601178 624655 263392
| 663780 487252 292276 593107

Zadanie 11. (piz 3.8) Napis& rozwinkcia Laplace'a podanych wyznacznikow verigim wskazanych wierszy
lub kolumn:

12 7 I 1+ 2
a) | 4 3 -2 |, trzeci wiersz; by | 1-2i 3 —i |, trzecia kolumna;
' 21-5 -4 10 3+
-1 2-3 4 2105 a
C) U o g , drugi wiersz; d) 4 21 , Czwarta kolumna.
1 3-5 9 340 2
- 2-2 4 6 1 115 0 |

Zadanie 12. (Piz 3.9) Stosujc rozwinkcie Laplace'a obliczZypodane wyznaczniki. Wyznaczniki rozin
wzglkdem wierszy lub kolumn z najgkisz liczba zer.

32000 2 7-132
_g_i_gg 03200 00 101

Al 5.5 5ol b) [00320]; 0|-2 0 702|
5 0 34 00032 -3-2 453
20003 10001

Zadanie 13. (Piz 3.10)Korzystajc z zasady indukcji matematycznej uzasag@oidane tesamdci (symbol
W, oznacza wyznacznik stopnm ):

510...00 a..00..b
451..00 0 Ta, 00 T
045..00 4n+l_q 0O..ab..0
W, = = : by Wo, =
A= TS YW= ha. o
000...51
000...45 b..00...a
2cox 1 O ... O 0
1 2cox 1 ... O 0
i 1
c*) Wy = 0 1 2C_OS( 0 O = sm[(sr;n; )x], gdziex# kn kO Z .
b 0 O 2069( 1
0 0 o ... 1 2cosx
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Zadanie 14. (piz 3.11)Nie obliczagc wyznacznikOw znai€ rozwhzania podanych réwha

1 1 1 1 1-2 3 4
a) 25-x 2 2 b) -1 X -3 4X
3 3 5-x 3 1-2 x -4
4 4 4 b5-x -1 X —X Xx+3

Zadanie 15. (piz 3.12)Obliczy¢ podane wyznaczniki wykorzyshaj wyskpujace w nich regularriei:

111333
1234 1;;;; 011330
2 (2321 0 |12333|; 0 [0013001
5678 12344 003100
8765 12345 033110
333111
Zadanie 16. (Piz 3.13)Obliczy¢ podane wyznaczniki stopnin =2  wykorzystujvystpujace w nich
regularndci:
44..414 123...n 111... 1
14..414 223...n 122 .. 2"
a) [+ 1.t b) [333...n c|133F..3m
11..44 SRR -
11..14 nnn..n 1nn? .. nt

Zadanie 17. (Piz 3.14)Stosujc operacje elementarne na wierszach lub kolumnadharych wyznacznikow

powodujce obntenie ich stopni obliczy

1-10

-4 06

N

d)

|
=
= N - O

w

2 35];

N L
O w Nk

-14 O
by | 25-2|;
-30 3
1 2-1
2 4 5
e)|-1-2 3
-2 -2 1-
2 4-2

4 211
1-102]
3 013/
2 203

2 71-132
0 2 131
) |-2 4 722].
-3-2 453

1 2 011

c)

Zadanie 18*. (piz 3.15)Korzystajc z algorytmu Chio obliczZypodane wyznaczniki:

4 2 -3
a)
-16 2

25 1];

b)

32-1 1
10 1 2|
21 1-1/

11 1 O

3 41 01
2 15 12
1 32 14|
2 11 52
3-11-11
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Zadanie 19. Sprawdz prawdziwa¢ twierdzenia Cauchy'ego dla macierzy stopn = 2 zh=3.
Nastpnie, wykorzystujc wikasndci oraz rozwinicie Laplace'a wyznacznikow, udowoéiiierdzenie
Cauchy'ego wedtug podanegaeajischematu:

Al OJ operacie typw; +cwj L O| AB
=l 2 = e 2 A5

detABJIetB=detL 1B 2B

J = detAB
Zadanie* 20. Elementamimacierzy kwadratowej czwartego stopniaysko liczby —2 oraz1
(dowolnie ustawione). Pokazaze wyznacznik tej macierzy jest podzielny prz27

Zadanie* 21. Pokaza, ze istnieje macierz kwadratowa stoptl2 ,zatma tylko z liczb—1, O, 1 ,
ktorej wyznacznik jest rown'1995

Zadanie 22. Obliczy¢ wyznacznik macierzyA = [a;]  stopnn  zédi
ai=min{i,j} dal<i,j<n.

Zadanie* 23. Obliczy¢ wyznacznik macierzy[a;] stopnn=3 , ktorej elemengj posta

2 dlai=j,
ajj = 1dla|i—j|=1,
Odali-j|=2

Zadanie* 24. Obliczy¢ detA dla macierzyA = [a;] stopni2005 okkenej nastpujaco:

aii+1 = 2005 dla 1 <i <2004, aji+» =-2004 dlal<i< 2003,
aji-1 =—2005dla 2<i <2005, ajj-» =2004 dla3<i <2005,
aj =0 w pozostatych przypadkach.

Zadanie* 25. Niech A ledzie antysymetrycznmaciera stopnia 1997 . Oblicz§wyznacznik macierzy
1996 A—1998 AT.

Zadanie* 26. Liczby 4052, 2101, 1224, 711lpomnay¢ przez 13, a otrzymaneggiocyfrowe

wyniki zapisa jako wiersze macierzy stopnd. . Uzasagie wyznacznik tej macierzy jest takpodzielny
przez 13 .
Zadanie* 27. Elementami macierzy kwadratowajlzby O, 1, 2, ..., 9. Kady wiersz tej macierzy

czytany jako liczba w systemie dzigsiym jest podzielny prze// . Udowodnie wyznacznik tej macie-
rzy takze jest podzielny prze’7

Zadanie* 28. Miejscowaici M1, Mo, ...,M, polazone g przy prostoliniowej drodze. Odlegto mie-
dzy miejscowéciami M; orazM; jestréwnd; ,gdz1<i, j<n . Udowddne det[d;] ZO .

Zadanie* 29. Pierwszy wiersz wyznacznika stoprm , gdn=2 worta kolejne liczby pierwsze

2, 3, 5, ...,pn. Pokazd, ze w pozostale wiersze wyznacznikazma wpisa liczby naturalne tak, aby
byt on rowny 1 .
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Zadanie* 30. Niech | oznacza macierz jednostkostopnian [ N . Ponadto nieca;, ap, ..., an
oraz by, by, ..., by lada liczbami rzeczywistymi. Uzasadniownasé
ai a
ar _ az
det(1+| 2 |[ by by --- b, |)=1+det([ by by --- by || 2 |) .
a.n an

Zadanie* 31. Na ptaszczgnie zespolonej dane $rojkaty o wierzchotkachzy, zp, Zz orawi, W2, W3
Pokaza, ze te trojlaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy

Z1 2 Z3
detf w; w, ws |=0.
1 1 1

Zadanie* 32. Uzasadni, ze podane tiej rownanie macierzowe nie ma rozaan W zbiorze macierzy
rzeczywistych

-1 5 3
2X2+2X=| -2 1 2
0-4-3

Zadanie 33. Wyprowadz¢ wzory ogoélne na podane wyznaczniki stopnia

abb..b b a a..a
bab..Db -ab a..a
a) |bba..bj|; b |-a-a b ... a|;
bbb.. a —a-a-a..b
1 n n-1..32
2 1 n ..43 ai—-b a an
| 3 2 b4 g | A @b @
nN-1n-2n-3..1n ai a a,—b
n n-1n-2..21
1 a as an a a dp-1 Ap
la,+b, a3 ... a, a ar an-1 an
e |1 a az+bs ... an ; )
: KN Aan-1 An-1 Aan-1 an
1 a as . an+b, a, an ... an an
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Zadanie 34.(WYZNACZNIK VANDERMONDE'A).

2 -1
1z17; ... 7§

o 12,2 ... 257"
Niech V (z1, Zo, ... ,zy) = det| 1 z; zg zg_l , gdzien=2,21, 2o, ..., Z, O C .

' 12z,75 ... 27 |
Uzasadmi, ze zachodzi wzor
V(z, 22, ., z0)= [l (z-z)

l<k<l<n
Wskazéwka. Dla 2<k<n-1 wyprowadai najpierw nasipujacy wzor rekurencyjny
V(z1, . Zk Zker ) =2z —22) L. l(Zie1 —2z0) V (24, ..., Z).

Odwracanie macierzy

Zadanie 35. Ukladapc odpowiednie rownania zbada odwracalné¢ podanych macierzy i wyznagzy
o ile istnieg, macierze do nich odwrotne:

| 111 123 201
a)“tl)J; b)BiJ; c)“z'J; Odlo11] el234]: nlo1o
101 357 033

Zadanie 36. Obliczy¢ A? ina podstawie otrzymanego wyniku wyznacA™ dla macierzyA postaci:

2-1 00 1111
a)tl SJ_ |12 001 1 1-1-1
3-1| 0 0-12] 1-1 1-1

| 0 0 21| 1-1-1 1|

Zadanie 37. Uzasadri, ze macierzA  spetigia warunekA3 + 3A? + 2A+ 4|l =0 jest odwracalna
i nastpnie wyrazt A w zalenosciod A.

Zadanie 38. (Piz 3.16)Korzystajc ze wzoru na macierz odwratmnale¢ macierze odwrotne do podanych:

3 -5 cosa —sina 273
a){6 ZJ; b){sina COSGJ,gdzieGDR; | 3914
153
Zadanie 39. (piz 3.17)Metoch bezwyznacznikow obliczy¢ macierze odwrotne do podanych:
1001 12 3 4
2) ;5—22 b) 0021| 0 23 1 2
2_21’ 0111} 11 1-1
1 2112 1 10-2 -6
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Zadanie 40. (piz 3.18)Rozwhzat podane réwnania macierzowe wykorzystupperagj odwracania
macierzy:

11| |21 3l 13| |33]
a)x% 3—4J{ 3 4J’ b)Lz 1JD<E{12J{22J’
o (|95 ee0r=| 22 waxe] 23|50 ox

Zadanie 41. (Piz 3.19)Wyznaczy wszystkie maliwe wartasci wyznacznika macierzy rzeczywistA
stopnian spemiagej warunek:

a) A>=8A"; b) A3-A=0; c) AT =4A1,

Zadanie* 42.Uzasadr, ze jezeli macierze A, B stopnin a sdwracalne oraz macietA+B  jest
odwracalna , to réowniemacierzA™ + B™  jest odwracalna i zachodzi wzor

(A1+B)L=A[(A+B)L[B=B[(A+B)L[A.

Zadanie* 43. Macierz A jest odwracalna i ma ngsijaca wlasnaé: wszystkie elementy jej gtdwnej
przekatnej & jednakowe oraz wszystkie elementy spoza jej gippreelatnej s jednakowe. Zbada

czy macierzA™ mastsam wlasngé.

Zadanie* 44. Niech Xy =[ 11 1], Xo=[1-12] orazX3=[221] . MacierzA, B  wymiaru
3 %1999 spetniag rownaici X1 A=X1B, X2 A=X;B, X3A=X3B. Zbadd,czy A=B.

135
Zadanie* 45. Macierz A spelnia waruneA+A™1=| 02 4 | .ObliéczA>+A=3.
003

Zadanie* 46. Macierz P jest odwracalna. Obligzgune wszystkich elementéw gtéwnej przehkej
macierzy

100.--- O
020-- O
A=P'0003--- 0 |[[P.

000 - 2000

Zadanie* 47. Liczba zespolonez# 1 jest pierwiastkiem réwnaz® =1 Uzupelné zapis
_1 —

11111 11111
1z 227 1.
12222z | =¢ 1.
il 7% 7 7 7 1.
122242 7 1

Teresa Jurlewicz, 10.01.2007
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