ALGEBRA 1
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Wyktad i ¢wiczenia: dr Teresa Jurlewicz

Geometria analityczna przestrzeni R’

Wektory

Zadanie 1. Obliczy¢ sume wszystkich przekatnych réwnolegto$cianu rozpigtego na wektorach

— =

u=(56,7),v=(2,1,-3),w =(3,1,5) wychodzacych z wierzchotkéw jego podstawy
- -

u, v.

Zadanie 2. Znalez¢ wersor Vv lezacy w pltaszczyznie rozpigtej przez niewspotliniowe wektory uq, us

i tworzacy z nimi jednakowe katy
- —
a)dla u; =(1,4,0), u, =(0,-8,2); b) wogdlnym przypadku.

Zadanie 3. Korzystajac z rachunku wektorowego:
%

a) wyrazi¢ boki réwnolegloboku za pomoca wektoréw @ i b bedacych jego przekatnymi;
b) uzasadni¢, ze ze srodkowych tréjkata mozna zbudowac tréjkat;

. .= - 7 = 7 . . .
c*) uzasadnié, ze dlakrawedzi a, b, ¢, d, e, f pewnegoczworo$cianu (niezaleznie od zwrotow

N e

tych wektorow)mamy a + b + c+d +e + f # 0;
d) uzasadni¢, ze srodki dowolnej tamanej zamknigtej w przestrzeni ztozonej z czterech odcinkéw sa wierz-
chotkami réwnolegtoboku;
e*) uzasadni¢, ze punkt przecigcia odcinkéw taczacych $rodki przeciwlegtych bokéw czworokata wypuktego

dzieli na potowe odcinek taczacy srodki przekatnych tego czworokata.

Zadanie 4. Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadnic¢, ze srodkowe trdjkata przecinajq si¢ w jednym
punkcie, ktéry dzieli kazda z nich w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotkéw. Ten punkt nazywamy
srodkiem ciezkosci trojkqta. Nastgpnie:

- =
a) wyprowadzi¢ wzor na srodek cigzkosci trojkata rozpigtego na niewspotliniowych wektorach u, v ;

%
b) wyprowadzi¢ wzor na $rodek cigzkosci tréjkata w przestrzeni, jezeli a, b, ¢ sa wektorami

wodzacymi jego wierzchotkow.

Zadanie* 5. Korzystajac z rachunku wektorowego uzasadni¢, ze odcinek taczacy wierzchotki czworoscia-
nu ze Srodkami cigzkosci przeciwlegtych bokéw przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktéry dzieli te odcinki
w stosunku 3 : 1 liczac od wierzchotkéw. Ten punkt nazywamy srodkiem ciezkosci czworoscianu.
Nastepnie:
a) wyprowadzi¢ wzor na $rodek cigzkosci czworoscianu rozpigtego na niewspolptaszczyznowych

- - >
wektorach u, v, w;

N -

b) wyprowadzi¢ wzor na $rodek cigzko$ci czworo$cianu, jezeli a, b, ¢, d sa wektorami wodzacymi
jego wierzchotkow.
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Iloczyn skalarny

- . >
Zadanie 6. Niech p 1 ¢g begda wzajemnie prostopadtymi wersorami. Obliczy¢:
. LT s = A2 —
a) iloczyn skalarny wektorow a i b , jezeli a =3p —2qg, b =p —5¢q;
N e
b) dlugos¢ wektora ¢ =5p —4q .

Zadanie 7. Obliczy¢ miary katéw wewngtrznych réwnolegtoboku, ktérego przekatnymi sa wektory
- 5 o5 5 - > o

7=4i +5j +2k, b =-21i — j +2 k.Sporzadzi¢ rysunek.

Zadanie 8. Dane sapunkty A=(2,-1,0), C=(1,1,1), F=(0,1,1), H=(1,1,2)
rownolegtoscianu
ABCDEFGH (rysunek). /
W jakim punkcie i pod
jakim katem przecinaja si¢
jego przekatne BH i CE?

Zadanie 9. Korzystajac z rachunku wektorowego obliczy¢:
a) kat miedzy przekatnymi sasiadujacych ze soba §cian sze$cianu;
b*) kat nachylenia krawgdzi bocznej czworo$cianu foremnego do plaszczyzny podstawy.

%

Zadanie 10. Uzasadnic’ ze dla kazdego wektora u € R? zachodza WZOry:
- > - >
—(uo l)l +(u0])] +(u0k)k

%
b) |u|2—(uo l)2+(u0])2+(u0k)2 -

— —
¢ u W= |(i cosou+j cosP+ k CosY);

d) cos’ou+ cos?P+cos?y=1,
- -
I, ]

%
k

%
gdzie O, B, Y oznaczaja odpowiednio katy miedzy wektorem 1 , a wersorami

b b

Uwaga. Liczby cosa, cos, cosy nazywamy cosinusami kierunkowymi wektora u .

Zadanie 11. Uzasadnié¢, ze rzut prostokatny wektora u

a) naniezerowy wektor V wyraza si¢ wzorem Uy =

- - - -
—  u°vi —  uU°vy —

| vs 12
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%
Zadanie 12. Dane sa punkty P=(2,0,5), OQ=(3,-1,8) orazwektor u =(1,—1,4 ). Znalez¢
dtugo$¢ rzutu prostokatnego odcinka PQ:

%
a) na prosta rownolegta do wektora U ;

%
b) na ptaszczyzng prostopadta do wektora u .

Zadanie 13. Niech u, v, w beda dowolnymi wektorami w R~ . Uzasadni¢ podang tozsamo$¢
1 podac jej interpretacj¢ geometryczna:
3CLulP+1VI2+lwiYy=ld + vV + w1l = VIl = w2+ 1V - w2,

Zadanie 14. Korzystajac z rachunku wektorowego wyznaczy¢ cosinus kata dwusciennego migdzy
sgsiednimi Scianami:

a) czworoscianu foremnego;
b*) dwunasto$cianu foremnego;

¢*) dwudziestoscianu foremnego. / \

Wskazéwka. W rozwiazaniu mozna wykorzystaé
J5-1

réwnos$¢ cos 72° = — - Jak wyprowadzi¢ t¢

réwnos$¢ postugujac sig pierwiastkowaniem liczb
zespolonych?

Do sporzadzenia rysunku wykorzystano
pakiet Mathematica wersja 5.0.

- -
Zadanie* 15. Dtugosci n przekatnych rownolegtoscianu rozpigtego na wektorach #, v, w saréwne

\/ 212112 0 2 e . . ) L
L 12+ 1V 12+ w2, Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe n, dla ktérej rozwazany réwnolegloscian jest
prostopadtoscianem.

Zadanie* 16. Na sferze o promieniu 1 znajduja sie punkty Py, Ps, ..., Pyoos. Uzasadnié, ze suma
kwadratéw odlegtosci wszystkich par punktow P;, P;, dla 1 <i<j <2004, nie przekracza liczby
(2004)2. Przy jakim rozmieszczeniu punktéw wartosé¢ (2004)2 jest osiagnicta?

— _def
Zadanie 17. Niech r (¢) = (x(¢), y(?), z(t) ), gdzie t € (&, ) bedzie funkcja wektorowa. Pochodna
L . . d — / / /
funkcji r w punkcie ¢ okre$lamy wzorem o7 O =(x'(), y(@®, Z@®)).

Uzasadni¢, ze zachodzi zwiazek (o ile prawa strona tej rOwnosci ma sens):

LoV =15 W)V +1 o (5 0.

>> Geometria analityczna przestrzeni R®, PPl 2006/2007, strona 3 <<



Iloczyn wektorowy

Zadanie 18. Obliczy¢ sinus kata migdzy przekatnymi rownolegtoboku rozpigtego na wektorach
N e e e

a=-21—j+2k, b=4i +5j +2 k. Znalezé pole tego réwnolegtoboku.

Zadanie 19. Obliczy¢ pole tréjkata o wierzchotkach A, B, C znajdujacego si¢
a) naplaszczyznie, przyczym A=(1,3), B=(2,6), C=(-5,1);
b) w przestrzeni,jezeli A=(1,-1,4), B=(3,3,2), C=(1,4,1).

Zadanie 20. Dla jakich warto$ci parametru p tréjkat o wierzchotkach znajdujacych si¢ w punktach

0=(0,0,0), A=(p,1,p), B=(1,p,p) mapole réwne %

Zadanie 21. Wierzchotki czworo$cianu OPQR znajduja si¢ w punktach O =( 0,0,0),
P=(1,-1,0), 0=(1,0,1), R=(0,1,-2). Obliczy¢ pole tréjkata OSR, jezeli S jest srodkiem
odcinka PQ. Sporzadzié¢ rysunek.

Zadanie 22. Uzasadni¢ tozsamo$¢ (p + g)X(p — q)=-2(p X q), gdzie p, g € R".
- >
Nastgpnie pokazac, ze pole rownolegloboku o przekatnych p, ¢ wyraza si¢ wzorem
1= >
=3 | p X q .

Zadanie 23 Uzasadnic nastqpuj ace tozsamosci:

- TR W
a) u ><(v xw)—(u ow) v —-(uov):

- —
b) u ><(v ><w)=(w>< v)>< u.

— — —
Zadanie* 24. Wektory OA, OB oraz OC spetniajg warunek

0A><OB+OB><OC+OC><OA O.
Pokazac¢, ze punkty A, B, C sa wspélliniowe.

Zadanie* 25. Do kazdej §ciany dowolnego czworo$cianu wystawiono wektor prostopadty o dlugosci
réwnej polu tej Sciany, skierowany na zewnatrz. Udowodni¢, ze suma tych wektoréw jest wektorem
Zerowym.

Zadanie* 26. W wierzchotku O czworoscianu ABCO wszystkie katy ptaskie sa proste. Udowodni¢
"przestrzenne twierdzenie Pitagorasa™: (Saazo)? + (Sasco)? + (Saaco)? = (Saunc)?, gdzie Saxyz
oznacza pole tréjkata XYZ.

Zadanie 27. Uzasadni¢, ze zachodzi wzor (o ile prawa strona tej rownosci ma sens):

j(?x?)(z)_[(di7)x?+7x( NI

> 7 = . .
Zadanie* 28. Okresli¢, w zaleznosci od wektoréw a, b, ¢ € R liczbe rozwiazan uktadu réwnan
SN0 5
XXy=a
- > 7
yXz=25>,
e
ZXXx=c¢
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Iloczyn mieszany

Zadanie 29. Znalez¢ wszystkie punkty postaci ( 0,a,b ), gdzie a,b € R, wspétptaszczyznowe
zpunktami ( 2,2,1), (1,3,1), (2,1,0), ktérych odlegto$¢ od punktu ( 1,1,—2) wynosi 3.

Zadanie 30. Dla jakich wartosci parametru @ punkty A=(1,a,5), B=(2,0,3), C=(0,a,4),
D =(-1,2,6) leza najednej ptaszczyznie? Napisa¢ réwnanie ogélne tej ptaszczyzny.

Zadanie 31. Sprawdzi¢, ze punkty A =(6,5,1), B=(3,2,1), C=(7,-2,1),D=(5,2,1)

sa kolejnymi wierzchotkami czworokata. Obliczy¢ jego pole.

Zadanie 32.
a) Znalez¢ objetos¢ i pole powierzchni rownoleglo$cianu rozpigtego na wektorach
%

- -
a=(2’_1’1)’ b=(0,3’1)7 C=(171,0)'
b) Obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni czworo$cianu, ktérego wierzchotkami sa punkty

A=(1,1,1), B=(3,0,2), C=(1,4,2), D=(2,2,1).

- =

¢) Znalez¢ pole podstawy i wysoko$¢ réwnolegtoscianu o podstawie u, vV rozpigtego na wektorach
N s S e T
u=2i+j—-k,v=i-2j—-k,w=i+j+k.

d) Obliczy¢ pole podstawy ABC i wysoko$¢ czworo$cianu, ktrego wierzchotkami sa punkty
0=(0,0,0),A=(2,1,-1),B=(1,-2,-1), C=(1,1,1).

e) Obliczy¢ objetos¢ czworoscianu OABC, jezeli dlugosci jego krawedzi OA, OB, OC saréwne
odpowiednio 1, 2, 3, za$ katy miedzy tymi krawedziami wynosza

ZAOB=7, ZAOC= ZBOC=3.

Zadanie 33. Uzasadni¢, ze objeto$¢ czworo$cianu 'V o wierzchotkach A; = ( x1,y1,21 ),
Ar=(x2,¥2,22), A3 =(x3,y3,23 ), Aa=(X4,Y4,24) wyraza si¢ wzorem

x; y1 21 1
| X2 Y2 22 1 |
x3 y3 z3 1
X4 Y4 24 1

|V I=

A=

. cr. . f A4 ;o ;e - = 3 .
Zadanie 34. Uzasadni¢, ze objeto$¢ rownolegtoscianu Vo przekatnych $cian p, g, r € R” jest
rowna

1, > >
|V|=§|(p,q )l

9

. . 3 . . - = — o
Zadanie* 35. W przestrzeni R® dane sa niewspélptaszczyznowe wektory p, g, r . Znalezé wersor,

ktory tworzy z nimi jednakowe katy.

- -
%
Zadanie 36. Niech a, b, ¢, d beda dowolnymi wektorami w R?. Uzasadni¢ tozsamo$é

O O

O O

Dol Tod|_ s s

5 55 5 =@@xb)o(xd)

boc bod

Zadanie* 37. Cztery punkty poruszaja si¢ w przestrzeni R® po prostych ze statymi predkosciami. Znalezé
najmniejsza liczbe naturalna 7 taka, ze jezeli w chwilach t=1, t=2, ..., =n punkty byly wspélptasz-
czyznowe, to w dowolnej chwili takze beda wspétptaszczyznowe.
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Zadanie* 38. Rownolegtoscian rozpigty na wektorach

rownolegtoscianu rozpigtego na wektorach u X v,

- o = o e
u, v, w maobjetos¢ V. Podaé objetosé
- > 5 >
1% u w, Vv

RN
Xw.

9

Zadanie* 39. Wewnatrz czworoscianu ABCD wybrano punkt O. Udowodni¢ réwnos$¢

—> —> —> — >
Vosep - OA+Vocpa - OB +Voupp - OC+ Vospe - OD = 0,

gdzie Vxyzr oznacza objeto$¢ czworo$cianu o wierzchotkach X, Y, Z, T.

Rownania ptaszczyzny 1 prostej

Zadanie 40. Napisa¢ réwnanie kierunkowe prostej [:

a) przechodzacej przez punkt A = ( 2,3,—4 ) iréwnolegtej do ptaszczyzn
T :2x+y—2z=0, Mr:x-2y+z+1=0.
. o Lx=5_y+4 -4
b) przechodzacej przez punkt przecinania sig prostych [; : T - 5 =3
x=-2+ 3t
[o:9y=-=3+4 t iprostopadlejdo nich obu.
2= 2—-1t
¢) bedacej dwusieczng kata ostrego utworzonego przez proste
ki:(x,y,z)=(1,-1,-2) +s(2,2,1), se R,
ky:(x,y,z) = (2,3,1) +t(-1,2,2),te R.
Zadanie 41
a) Napisa¢ réwnanie og6lne plaszczyzny przechodzacej przez punkt A = (4,1,—1) i zawierajacej
prosta [: x+y+z=2, x—y—3z=4.
b) Napisa¢ réwnanie plaszczyzny, ktérej odleglosci od punktéow P=(2,-1,3) i O=(4,-3,-1)
sa jednakowe.
¢) Napisa¢ réwnania ogélne ptaszczyzn znajdujacych sie w odlegtosci réwnej 2 od poczatku uktadu
) - ., Jx—=y+z+3 =0
wspotrzednych i prostopadtych do prostej [ : dxty—z41=0
d) Znalez¢ rownania dwoch nieprzecinajacych si¢ ptaszczyzn, z ktorych jedna zawiera prosta

[1:1=—x=y+1=2z,za§drugaprosta [, : x=2+t, y=1-3¢, z=2, gdzie t € R.

e*) Znalez¢ rownania ptaszczyzn, ktore sa dwusiecznymi katéw dwusciennych utworzonych przez

ptaszczyzny T : 3x—4y—12z=0, ® : 4x+ 12y+3z—-13=0.

Zadanie 42.
_ -4 ,_

a) Niech A=(1,-1,3), B=(0,2,5). Naprostej [ : = I L_2 5= : 3 3 znalez¢ punkt C, dla
ktérego pole trojkata ABC jest najmniejsze.

b) Punkty A=1(2,3,2), B=(0,1,1) sakolejnymi wierzchotkami rombu ABCD, za$ dluzsza
przekatna AC tego rombu jest réwnolegha do prostej [ : x =2y = z. Obliczy¢ pole tego rombu.

¢) Poda¢ objeto$¢ czworoscianu, ktérego krawedzie o dtugo$ciach réownych 1, 1, 2 wychodzace
z wierzchotka O =(0,0,0) ilezace w I oktancie uktadu wspétrzednych znajduja sie odpowiednio
naprostych k; : x=0, y=z, ko : y=0, x=2, k3 :2=0, x=y .

d) Wyznaczy¢ czwarty wierzchotek DD czworo$cianu o podstawie A =(4,0,-2), B=(4,2,-3),

C=(6,2,-5) iobjetosci réwnej 1 lezacy na prostej k : x =2y =—z w odleglosci 3 od
poczatku uktadu wspétrzednych.
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Zadanie* 43. Punkt porusza si¢ w przestrzeni R* w ten sposéb, ze wspétrzedne jego potozenia w chwili

¢t sa wielomianami zmiennej ¢ stopnia nie wiekszego niz 2. Pokazaé, ze tor tego punktu jest zawarty
w pewnej ptaszczyznie.

Zadanie* 44. Napisa¢ rownanie prostej, ktora przecina trzy parami skosne proste

y—1l_z-1 . vy — 2 Jx+1 _z=2
=5 hi—=x=y=3 bL:—7F7=y+l="5"

l1 x—1=
Ile jest takich prostych?

Zadanie* 45. W przestrzeni R? dane sa proste skosne k i [. Znalez¢ zbiér $rodkéw odcinkéw o kon-
cach K i L potozonych odpowiednio na prostych k i [.

Wzajemne potozenia punktow, prostych i plaszczyzn

Zadanie 46.
a) Znalez¢ rzut prostokatny Q punktu P =(3,1,1 ) naprosta
l:x+2y—2z-3=0, x—-2y+6z+1=0.
b) Znalez¢é rzut prostokatny punktu A = ( 8,1,2 ) na ptaszczyzne
x=1+1
T:yy=1+2t+ s ,s teR.
z=24+t + 3s

¢) Znalez¢ rzut prostokatny oraz rzut uko$ny w kierunku wektora 7 =(1,2,1) punktu P=(0,1,1)
na ptaszczyzng T:2x—y+z=1 .

d) Uzasadnié, ze rzuty prostokatne punktéw A =(1,2,0), B=(2,1,0) na ptaszczyzne
Tt : x+y—z=0 tworza wraz z poczatkiem uktadu wspétrzednych tréjkat réwnoboczny.

Zadanie* 47. Uzasadni¢, ze wspotrzedne w przestrzeni rzutu prostokatnego punktu o wspétrzednych

B (w zapisie kolumnowym) na prosta lub ptaszczyzne rozpieta na wektorach kolumnowych macierzy A
wymiaru 3 X 1 lub 3 X2 maja w zapisie kolumnowym posta¢ By = A(ATA)"'ATB. Wykorzystujac
ten wzor znalez¢ rzut prostokatny:

a) punktu P=(1,-2,0) naprosta [: x=t¢, y=-3t, z=-2t, gdzie t € R;

- —
b) punktu P =(2,1,3) naptaszczyzne T rozpieta na wektorach u =(1,0,—-1), v =(2,1,1);

xX=s5 — 1
¢) punktu P=1(0,1,0) naplaszczyzng ®:4 y= s + 2t ,gdzie s, t€ R.
z=3s+ t

Zadanie 48. Napisa¢ réwnanie parametryczne prostej [ / bedacej rzutem uko$nym w kierunku wektora
x—1 _ Y

Zadanie 49. Znalez¢:
a) punkt B potozony symetrycznie do punktu A =(=3,1,2 ) wzgledem proste;
[:2x=y=1-2z;
b) punkt D potozony symetrycznie do punktu C =(0,1,0) wzgledem prostej
k:(x,y,z)=(1,0,-1)+s5(2,2,-1), se R;
¢) punkt N potozony symetrycznie do punktu M =(0,1,1 ) wzgledem ptaszczyzny
T:x+2y—-z+3=0.
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Zadanie 50.

a) W jakiej odlegtosci od poczatku uktadu wspétrzednych znajduje sig ptaszczyzna
xyzl
3141
T: =0?
2041
1131

b) Obliczy¢ odlegtos¢ punktu P =( 1,0, 1) od ptaszczyzny przechodzacej przez punkty
A=(3,2,0), B=(2,0,1), C=(1,2,4).

¢) Plaszczyzna T przechodzi przez $rodek odcinka AB, gdzie A=(3,1,—4), B=(-1,5,2) ijest
prostopadta do tego odcinka. Znalez¢ odlegtos¢ ptaszczyzny T od poczatku uktadu wspotrzednych.

Zadanie 51. Znalez¢ punkt A lezacy na osi Oz, ktérego odleglosci od punktu P =(0,—1,1)
oraz od ptaszczyzny T :x—2y—27+5=0 sajednakowe.

Zadanie 52.

a) Analizujac odpowiednie odleglosci sprawdzi¢, czy punkt B=(1,2,1 ) lezy miedzy ptaszczyznami
T :2x—y+2z+1=0o0raz W, : 4x—2y+4z-2=0.

b) Zbadal, czy punkty A =(3,2,—1), B=(9,5,2) leza po tej samej stronie ptaszczyzny
T:x—2y+z+3=0.

¢) Zbadal, czy punkty P=(1,-2,2) i Q =(-2,4,3) leza po tej samej stronie plaszczyzny
T : 2x+3z7—"7 =0 oraz ptaszczyzny T, : x—2y+3z+ 13 =0.

Zadanie 53. Poda¢ réwnanie ptaszczyzny, ktéra lezy w odleglosci rownej 4 od plaszczyzny
T:x—2y+2z—1 =0 jak najblizej punktu A =(1,3,0).

Zadanie 54.

a) W jakiej odlegtosci od poczatku uktadu wspétrzednych przebiega prosta
l:x+3y+z=x+2y+2z=9;

b) Obliczy¢ odleglo$é punktu A =(2,3,5) od prostej
l:x+y—-z+3=0, x-y+z-5=0.

¢) Znalez¢ odlegto$¢ wierzchotka S réwnolegtoboku PQORS od osi Oy, jezeli
P=(2,3,-1),0=(1,-1,0), R=(2,1,4).

Zadanie 55. Wyznaczy¢ punkt zbioru A={ (x,y,z)€ R*:x+2y—z—-1=0, 2x+y+z-2=01}
lezacy najblizej poczatku uktadu wspétrzednych.

Zadanie 56. Kt6ry z punktéw prostej [ : x =1, y=—1, z=1—1t, gdzie t € R znajduje sie w
odlegtosci réwnej J2 od prostej] k:x=y=27?

Zadanie 57. Punkty A=(1,-2,1), B=(2,2,0), C=(4,2,1) satrzema kolejnymi wierz-
chotkami réwnolegtoboku w przestrzeni R?. Znalez¢ odlegtos¢ czwartego wierzchotka D od prostej

l:x=y,z=0 .

Zadanie 58.

a) Wyznaczy¢ odleglo$¢ miedzy prostymi k:x—1=y=z+2, 1[: %

b) Obliczy¢ odlegto$é miedzy prostymi [ : x=2y=—z, k:x=1+2t, y=1+1t, z=-2¢t, t€ R.
1-

¢) W jakiej odleglosci od osi Oz przebiega prosta [ : x+2 = Ty =2
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d) Wskazaé¢ punkty A, A, nalezace odpowiednio do prostych [1 : x=y=0, [, :x—1=z=y
realizujace odlegtos¢ migdzy tymi prostymi.

Zadanie 59. Okresli¢ wzajemne polozenie w przestrzeni prostych

x +2y—-7z-12 =0 y—2
I: , hil—x=—7F"=z+1.
1{3x—y+7z+6=0 2T TS

x —y+z-1=0
2x +y -4=0

Zadanie 60. Obliczy¢ odlegtos¢ prostej [ : { od ptaszczyzny

T:5x+y+z=0.

Zadanie* 61. Uzasadni¢ wektorowe wzory na rzuty i odlegltosci punktéw, prostych i plaszczyzn
w przestrzeni (Fakt* 5.8 17). Wykorzystujac te wzory znalez¢:

a) rzut prostokatny punktu P; = (2,1,—4) naptaszczyzne T:4(x—-3)+(y+1)-2(z—1)=0;
b) rzut prostokatny punktu P; = (1,6,2) naprosta [: (x,y,2) =(1,2,1)+(—1,3,2) 1, gdzie t € R;
¢) odlegto$¢ punktu P, od ptaszczyzny T danych w zadaniu a);
d) odlegto$¢ miedzy ptaszczyznami réwnolegtymi T : 2(x—3) —(y+2)+3z=0,
T :2x—(y—-4)+3(z—-2)=0;
e) odlegtos¢ punktu P od prostej [ danych w zadaniu b);
f) odleglo$¢ miedzy prostymi réwnolegtymi [y : (x,y,z) =(0,3,2)+(2,1,1) 1, gdzie t € R,
lr: (x,y,2)=(,-1,1)+(2,1,1) 5, gdzie s € R.
g) odlegto$¢ miedzy prostymi skosnymi ki : (x,v,z) =(2,2,10+(1,1,-2) s, gdzie s € R,
k:(xy,20=0,0,0)+(0,1,-1) ¢, gdzie t € R.

Zadanie 62.
a) Wskazac¢ punkt, w ktérym plaszczyzna

T:(xy,z)=(41,5)+s(1,1,-3)+¢(1,2,-3), s, te R,
przecina o$ i) Ox; ii) Oy.
y=-2 _z-4

b) W jakim punkcie i pod jakim katem prosta [ : x —3 = > = 3 przecina ptaszczyzne

T:4x+y+5z—-13=07
¢) W jakim punkcie i pod jakim katem prosta [ : x —3z =7, —y+ 7z =72 przecina plaszczyzne
T:x+y+z=5?

Zadanie 63. Dla jakich warto$ci parametru p prosta [ : x=t—1, y=2¢, z=pt, t € R, przecina
ptaszczyzne T: px—y+2z+1 =0 pod katem g ?

— —
Zadanie 64. Czworoscian PORS jest rozpiety na wektorach PQ=(1,1,5), PR=(2,-1,-2),
— —

PS=(1,4,1). Obliczy¢ kat nachylenia krawedzi PS do podstawy POR.

Zadanie 65. Obliczy¢ kat migdzy para prostych
y+3 _z-2
3

x—4y+3=0
[: Lix—1=—F=
l{x+y—z+2=0 o et 2
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Zadanie 66. W jakim punkcie i pod jakim katem przecinajg si¢ proste

x=1+ 3t xX=-2+4+ s
ly:yy=2—1t orazly:{y= 3+ 2s ,gdzies, teR.
z=1+ 2t z=-1+ 3s

Zadanie 67. Wyznaczy¢ kat, pod jakim przecinaja si¢ rzuty prostokatne na ptaszczyzne x(OZ prostych
k: x=4+1, y=2+/31,z=3+./31,1e R
[: x=3-5, y=2+43s, z=2+\/§s, se R.

Zadanie 68. Obliczy¢ kat migdzy ptaszczyznami
x=1+4+3s — 5t
T :3x—y+2z—5=0 oraz Wy :{y=1 + t , gdzie s, t€ R
z2=2- 5 +t

Zadanie 69.

a) Obliczy¢ objetos¢ i pole powierzchni czworos$cianu ograniczonego ptaszczyznami
x=0,y=0,z=0, 2x+3y—-2z+6=0.

b) Znalez¢ objetos¢ czworo$cianu ograniczonego ptaszczyznami
T —xX+y+z=2, M :y—z=2,M3:x=4 s : y=1.

¢) Obliczy¢ objegtos¢ rownolegtoscianu ograniczonego ptaszczyznami

x—y=0,x—-y=2,2y+7z=0, 2y+z=3, y+z=0, y+z=3.

Zadanie 70. Obliczy¢ pole tréjkata ograniczonego prostymi
k:x=1+t, y=5-4t,z=3,te R, l:x=—y=2,
m:x=5-3s,y=1,z=T7—-4s, se R.

Zadanie 71. Poda¢ geometryczny opis podzbioru przestrzeni R® postaci A={ (x, y, z) € R?:
x+y+3z=3, 2x+3y+8z=7, x—y—z=1, 3x+7y+17z=13 }.

Zadanie 72. Napisa¢ rownanie ptaszczyzny T przechodzacej przez poczatek uktadu wspétrzednych
i rownolegltej do prostych
/ Cx—=1_y+l 743 / Cx+1l oyt o2
-5 = 4 7 14 2- 7 T 4 T 210
Okresli¢ potozenie obu prostych wzgledem tej ptaszczyzny i wzgledem siebie.

Zadanie 73. Plaszczyzna T : 2x —y —z =0 prostopadta do rombu ABCD przecina go wzdtuz
przekatnej BD, gdzie B=(2,1,3), D=(0,—-1,1). Znalezé wierzchotki A, C rombu, jezeli
jego pole wynosi 6.6 .

Zadanie 74. Wewnatrz czworo$cianu o wierzchotkach A=(1,6,0), B=(0,1,-2),

C=(3,2,-3), D=(0,0,0) znajduje si¢ pewien dodatni odcinek prostej przechodzacej przez
%

punkt D w kierunku wektora v =( 1,2,—2 ). Obliczy¢ dtugo$¢ tego odcinka.

, - 5 > T T T
Zadanie* 75. Danesaproste [1: r =ry +tvy, [ r =ry +tvy ,gdzie t € R, przy czym
e e §
= . . .. | (ri=r3,vi,v2)I
vi X vy # 0. Uzasadnié, ze odlegto$¢ miedzy tymi prostymi jest rtowna d = Er—
V) X V)
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Zadanie* 76. Snajper strzela z punktu P=(5,5,5) w kierunku wektora v = (—4,—-3,—7 ). Zbadac,
czy trafi on w czworo$cian o wierzchotkach

A=(1,6,0), B=(0,1,-2), C=(3,2,-3), D=(0,0,0).

Zadanie* 77. Plaszczyzny pierwszego oktantu uktadu wspétrzednych sa zwierciadtami. Promien $wietlny
wychodzi z punktu A =( 2,4,8 ) ipo odbiciu od zwierciadet x=0, y=0 i z=0 dociera do punktu
B=(4,6,2). Wyznaczy¢ punkty odbi¢ promienia od tych zwierciadet.

Zadanie* 78. Punkt A =( 3,8,1 ) obrécono o kat a) O = %; b) = g wokot prostej [ 1 x=y=z.

Znalez¢ obraz tego punktu.

Zadanie* 79. W przestrzeni R? dany jest szesciokat foremny ABCDEF . Odlegto$ci wierzchotkéw
A, B, C szeiciokata od pewnej ptaszczyzny sa réwne odpowiednio 1, 2, 5. Obliczy¢ odlegtoéci
pozostatych wierzchotkéw szesciokata od tej ptaszczyzny.

Zadanie* 80. Wiadomo, ze punkty A=(0, 0, 0), C’'=(0, 0, J3 ) sa koncami jednej z przeka-
tnych szescianu ABCDA’B’C’D’. Ponadto wiadomo, ze wierzchotek B szecianu nalezy do plaszczy-
zny xOz. Wyznaczy¢ wspétrzedne pozostatych wierzchotkéw tego sze$cianu.

Zadanie* 81. Kwadratowa ptyta, ktérej bok ma dtugos¢ a, jest zawieszona poziomo na czterech piono-
wych linach o dtugosci . Obliczy¢, o ile podniesie sig plyta po jej obrocie o kat 0 < @ < wokét

pionowej osi symetrii. Jakie warunki powinny
spetnia¢ liczby a i [, aby taki obrét byt mozliwy? /

Zadanie* 82. Czy mozliwe jest ulozenie otéwkow
przedstawione ponizej? Odpowiedz uzasadni¢

korzystajac z geometrii analitycznej w R?.

Teresa Jurlewicz
23 lutego 2007 roku
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