Analiza Matematyczna F1. Lista zadan 3, 2022/23z

(Na podstawie podrecznika M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza Matematyczna 1. Przyktady i zadania,
GiS 2008)

3 Granica funkcji

Zadanie 1. Korzystajac z definicji Heinego granicy witaéciwej funkcji uzasadni¢ podane rownoéci:

a) lim(zx—2)5=1, b) lim (3 + 223) = 5,
z—3 5 z—1
sin“x __ : _
¢) lm s — ) e = =4,
li -1 lim & =
e) 2, sign(cosz) = —1, f) lim =1,
g) lim Va2—-3=0 h) lim V4 — 22,
T——3— T2~
i) hm (3 T4+1)=1, 7) a:lgrolo xffl = 2.
—1 jesliz <O
signt = <0  jeSliz =0, [z]- czes¢ calkowita liczby x

1 jesliz>0

Zadanie 2. Korzystajac z definicji Heinego granicy niewtasciwej funkcji uzasadni¢ podane réwnosci:

a im - = oo m —I3 5
) mh o4 T—2 ’ b) alcl 1 [22422-3] — 7
: _ 7 _
c) th{l_ D) oo, d) whm (5—2") = —o0.

a) W ostrostupie tréjkatnym prawidlowym krawedz podstawy ma dlugos$é b, a kat nachylenia
krawedzi bocznej do podstawy ma miare z, gdzie 0 < o < 5. Niech r(x) oznacza promien kuli
wpisanej w ten ostrostup. Obliczyé granice lir&r(x), lim r(x). Czy mozna podaé te granice

T— T 5=
nie wyznaczajac funkcji r?

b) Czastka pewnego ukladu drgajacego porusza sie po osi Oz. Polozenie tej czastki w chwili ¢t > 0
jest opisana wzorem z(t) = 5 — 473 cos(2t + 1). Znalez¢é jej graniczne polozenie, gdy t — co.
Co oznacza otrzymany wynik?

c¢) Réwnanie ar* — 22 — 8 = 0 ma dla parametru a > 0 dwa pierwiastki rzeczywiste z1(a), z2(a)).
Obliczy¢ granice lim zq(a), lim z2(a), lim zi(a), lim z2(a).
a—0+ a—0+ a—00 a—00

Wskazéwka. Narysowaé wykresy funkeji y = ax?* oraz y = 22 + 8. Nastepnie zbadaé¢ polozenie

punktéw wspélnych obu wykreséw, gdy a — 0T oraz, gdy a — oo.



Zadanie 4. Uzasadnié, ze podane granice funkcji nie istnieja;:

. 2 o
a) lim 5 b) lim[?,
c) lirréﬁ, d) lim sin+/z,
T— Tr—r00
. 1 i _Sienz
e) xli%l_ cos -7, f) ig% sign(z+1)

Zadanie 5. Obliczajac granice jednostronne zbadaé¢ czy istnieja podane granice funkcji:

1
a) limxsignz, b) lim 222,
z—0 3 z—0
. —1 . .
¢) lim L1, d) lim sign(z(1 —2?)),
: sin x : 1
e) il_r}rb EI f) ilg(l)xarctg =

Zadanie 6. Obliczy¢ podane granice:

: 31 s 2%41
a) lim &= b) lim %5
) e ) T—00 3:+27
: Vidtz—/1—x : —1
c) lim Y=o 2= d) lim T,
z—0 ) z—1
: sin® x : 1
6) ili)% l—cosz’ f) rhj}% (tga: - cosz) .

2

Zadanie 7. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach uzasadni¢ podane réwnosci:

a) ili%l‘ arctg: = 0, b) xlgigo v 2,

: 1 : 24sinx _
c) J;h—f(r)l+ Vrcoszz =0, d) xlggo 3 0,

3 317171 . . 1 . -
e) il_r}r%)x 1] =0, f) Ilggo (sin (z + 1) —sinz) = 0.

Zadanie 8. Korzystajac z twierdzenia o granicach niewtadciwych funkcji obliczyé podane granice:

a) lim (234222 4+ 2 —100), b) lim (4o* — 323+ 222 — 2+ 1),
T—>00 ——00

xT

: 1 1 : 3z+2
C) ig% (F - 5) ) d> xl_l}H_ll 12—f2m+1’

e) lim (V2r+1—va+1), f) lerr;O< 372—1-2—3;).

Zadanie 9. Korzystajac z twierdzenia o dwéch funkcjach uzasadni¢ podane réwnosci:

sin L
a) lim 2 41] — o, b) lim 220 — oo,
oo ] ) 7—0 555
c) xligl* (3—cosi)ctga =—o0, d) wlingo(x —sinz) = oo,
1 71 = 1 T =
e) xlg)& 5o—smz = 0% f) xILIEOZ (24 cosz) = oc.

Zadanie 10. Korzystajac z granic podstawowych wyrazen nieoznaczonych obliczy¢ podane granice
funkcji:

a) :]}13(1) si’;zx7 b) xgr_noo 111(13_:290)7
o lim &g d) lm e

2
¢) lim s ) lim 32
g) lim YD) gim (1+%+2)23H’
Z)* xlingo%7 ])* ignélnfjgg
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