Lista 1

1.1 Logika, zbiory i notacja matematyczna
Zadanie 1. Zbadac, czy podane sformulowania sa zdaniami w logice. Jesli sa, to podac¢ ich wartosé
logiczng:
1. "Paryz jest stolica Francji”;
" Liczba 10" 4 1 jest podzielna przez 27;
"a? + b2 = ¢?";
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" Piotr nie jest moim bratem™;
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Zadanie 2. Oceni¢ prawdziwosé podanych nizej zdan zlozonych:
1. "nieprawda, ze funkcja f(x) = z* jest rosngca na R";
2. 7(=1)" = —1 lub 2008 jest liczba parzysta™;
3. "funkcja g(x) = sinx jest okresowa, a funkcja f(x) = 3x jest nieparzysta”;
4.

"jezeli Piotr jest synem Tadeusza, to Tadeusz jest starszy od Piotra”™.

Zadanie 3. Zbadac, czy podane zdanie zlozone jest prawem logicznym (tautologia):
a) ~(pvq) = [(-p) A (~q);  b)p=[(gn ~q)= 7]

c) (p=q)=[(-p) vVl d) [pv (=) vI(-p) Al

Zadanie 4. Zbiory okreslone za pomoca formy zdaniowej zapisa¢ w prostszej postaci:
a) {re R:2* =4}

b) {ke {&, &, 0, @} : w brydzu kolor k jest starszy od §};
c){reR:(x<3)V(x=5)}

d) {n € N : n jest podzielne przez 5};

e){zreR:(x>0)= (22 >0)});

d) {n € N : n jest podzielne przez 5};

f) {(z,y,2) z,y,2e NAx <y < zAzyz = 16}.

Zadanie 5. Zbadac, czy sa prawdziwe formy zdaniowe z kwantyfikatorami:

a)Vsinm=%; b) /\1‘2+4.'r+3>();
eR zeR

c) A Vr'z—y'z:(); d) \V A zy=0;
reRyeR yeRzeR

Zadanie 6. Dla par zbiorow A, B € R wyznaczy¢ AU B, AN B, A\B, B\A, A, B, AAB, jezeli:
a) A= (0,5), B=[0,7]:

b) A =(—0c,3), B=(-1,0¢);

¢) A={1,2}, B={1,234)

d)A={L:neN},B={2:neN}.

Wskazac te pary A, B, dla ktérych A C B.

Zadanie 7. Okresli¢ relacje zawierania miedzy zbiorami A, B, jezeli:
a) AUB=A; b)AuBcC A;

) A\B=4; d)Bc ANB.

1.2 Podstawowe zbiory liczbowe



Zadanie 8. Przypomnij sobie dowéd tego, ze v2 ¢ Q. Pokaz, ze jedli p jest liczba pierwsza, to VP
jest liczba niewymierng.

Zadanie 9. Pokaz, ze jedli n € N jest taka liczba naturalng, ze /n € @, to istnieje liczba naturalna
k taka, ze k* = n.

Zadanie 10. Pokaz, ze jesli ¢ € {, to V2 + q ¢ Q. Dla jakich liczb wymiernych ¢ € ) mamy
qv2e Q?

Zadanie 11. Niech a = 3.1415926535897932385. ... Dlan € N definiujemy liczby
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Wyznacz 10 pierwszych wyrazéw tego ciagu, tzn. oblicz liczby ag, a1,a9. Uwaga: [x] oznacza czesé
calkowita liczby .

Zadanie 12. Pokaz metodg indukcji matematyceznej, ze

L1+42+--4+n=3n(n+1)
Uwaga: Powinno si¢ znac rowniez proste wyprowadzenie tego wzoru wynikajace z nastepujacego

rachunku
1 + 2 + 3 + ... + n +

n + (n—-1) + (n-2) + ... + 1 =n(n+1)
124224 pn? =In(n+ 1)(2n +1)
1398y S = (n(n2+l))2
. ¥(neN)n<2")
. (¥n > 4)(n? < 27)
. (V(n = 4)(2" < n!)
. (V(n > 1)(6]n* —n)
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Zadanie 13. Pokaz, korzystajac z poprzedniego zadania, ze 1 +3 +5+4 -+ (2n+ 1) = (n+ 1)%.
Zauwaz, ze ten wynik ma swoja interpretacje geometryczna:

14+34+54+74+9=5-5=25

Zadanie 14. Zalézmy, ze ny < ny < ny < ... jest nieskonczonym ciagiem liczb naturalnych. Pokaz,
ze (V(n € N)(k < ny).

Zadanie 15. Wyznacz samodzielnie szes¢ pierwszych wierszy trojkata Pascala. Wypisz wzory na
(z+y)"dlan=0,1,2,...,5.

*



Zadanie 16. Symbolem | X| oznaczamy liczbe elementéw skonczonego zbioru X. Niech X bedzie n -
elementowym zbiorem. Dla k& < n okreslamy

XF={YcX:|Y|=k}.

1. Pokaz, ze |[X]*| = (})

2. Korzystajac z poprzedniego wyniku podaj kombinatoryezne wyprowadzenie tozsamosci Pascala
+1y _

(D) = () + (L)

3. Symbolem P(X) oznaczamy zbiér wszystkich podzbiordéw zbioru X. Pokaz, Ze jedli | X| = n, to

|P(X)| = 2".

Zadanie 17. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona

(a+b)" = Zn: (:) akpn—k

k=0
pokaz, ze
n
1. LZ" ('L‘) = 2" i podaj interpretacje kombinatoryczna tego faktu

2. é’(—l)k(g) =0.

Zadanie 18. Narysuj wykres wartodei (‘ZL‘,’) dla k =0,1,2,...,20. Ktéra z tych liczb jest

najwieksza? Uogdlnij to spostrzezenie dla ciagu liczb {(l‘)}, k=0,1,2,...,n dla dowolnego n.
Wskazowka: Mozesz, np., skorzysta¢ z funkcji KOMBINACJE programu Excel.
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Zadanie 19. Pokaz ze (") =3 (7)(,"))-
=0

2.1 Liczby rzeczywiste

Zadanie 20. Wyznacz nastepujace zbiory:

LA={zre R:2* -3z +2 >0},
2 B={reR:2*—4r+3 <0},
3.C={reR:2*> 42 +3 >0},
4 D={reR:2* -4z +3 > 0}.

Zadanie 21. Pokaz, ze inf(A) = —sup(—A), gdzie —A = {a: —a € A}. Wywnioskuj z tego, ze
kazdy ograniczony z dolu podzbiér R ma kres dolny.

Zadanie 22. Wyznacz kresy dolny i gérny nastepujacych zbiordow:
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Zadanie 23. Niech A = {x > 0 : 2% < 2}. Pokaz, ze sup(A)* = 2 (czyli, ze sup(A) = V/2).

Zadanie 24. Korzystajac z tego, ze sin’(z) + cos®(x) = 1, pokaz, ze |sin(z) + 2 cos(z)| < V5 dla
kazdego = € R.



